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Аннотация. В статье предложена математическая модель измерения плотности полимерных ча-

стиц, используемых в качестве наполнителя в композитных материалах. Математическая модель 

описывает связь между постоянной времени седиментации, плотностью и вязкостью жидкости, 

плотностью и размерами частиц в процессе их седиментации. Модель учитывает влияние сил 

тяжести, гидростатической подъемной силы, сил сопротивления движению. Концентрация ча-

стиц оценивается на основе моделирования рэлеевского рассеяния. Получены аналитические за-

висимости, позволяющие оценить плотность частиц при известных размерах частиц или раз-

меры частиц при известной их плотности на основе экспериментально определяемой постоянной 

времени седиментации.   
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Введение 

 

Применение полимерных волокон в качестве армирующего компонента композит-

ных материалов привлекает внимание многих исследователей в мире. Применение различ-

ных видов наполнителей в композитных материалах позволяет повысить существенные 

свойства композитов. Различные виды волокон, используемые в качестве наполнителя: 

нано- [1] и микро-волокна, одностенные [2] и многостенные [3] углеродные волокна, угле-

родные частицы [4], углеродные нанотрубки [5] - позволяют моделировать композитные 

материалы с заданными свойствами. Использование различных полимерных волокон поз-

воляет увеличить прочность на растяжение или сжатие, повысить упругость, огнестойкость, 

измерить электрическое сопротивление, повысить устойчивость к трещинам, изменять тен-

зометрические и структурные свойства армированных материалов [6]. Химические при-

меси и полимерные волокна часто добавляют для улучшения механических характеристик 

и долговечности материала. Кроме того, использование полимерных волокон расширяет 

возможности для неразрушающего контроля конструкций и изделий [7–21]. 

Один из подходов к управлению механическими свойствами дисперсно-армирован-

ных полимерных композитов основан на формировании полимерной оболочки на поверх-

ности дисперсных частиц их наполнителя [22–24]. При формализации математических мо-

делей механических свойств таких композитов учитываются механические свойства поли-

мерной матрицы, дисперсных частиц, а также полимерной оболочки на поверхности этих 

частиц [24]. В то же время вопрос определения механических свойств полимерных оболо-

чек остается открытым. Это связано с тем, что толщина полимерной оболочки может варь-

ироваться от единиц до десятков нанометров. Непосредственно измерить механические 

свойства (например, модуль Юнга, коэффициент Пуассона и ряд других) полимерных обо-

лочек весьма трудно. Вместе с тем, существует подход, позволяющий определить механи-

ческие характеристики полимерных частиц путем оценки молекулярной массы полимера и 

уточнения их механических характеристик по табличным данным [23]. 
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Один из подходов к измерению молекулярной массы полимера основан на анализе 

процесса и продолжительности осаждения молекул полимера и частиц наполнителя в рас-

творителе. Молекулы полимера легче частиц наполнителя, поэтому в растворителе сначала 

осаждаются частицы наполнителя, а затем частицы полимера. Определение постоянной 

времени седиментации основано на анализе временной зависимости концентрации частиц. 

А время седиментации является исходным параметром для оценки средней молекулярной 

массы полимера. 

В работе предложена математическая модель, описывающая возможность построе-

ния зависимости постоянной времени седиментации от плотности осаждаемых частиц, 

взвешенных в растворителе, основанная на контроле рассеяния лазерного луча при прохож-

дении его через растворитель с частицами. Рассмотрена измерительная система, состоящая 

из кварцевого контейнера с растворителем, в котором находится взвесь полимерных ча-

стиц. Через кварцевый контейнер пропускается лазерный луч, излучение которого прини-

мается на фотодетекторе. Наличие частиц в жидкости вызывает рэлеевское рассеяние ла-

зерного луча, вследствие которого на фотоприемник попадает лишь часть излучения, не 

подвергнутого рассеянию. Под действием силы тяжести частицы осаждаются, тем самым 

концентрация частиц в растворе снижается, одновременно с этим и уменьшается величина 

рэлеевского рассеяния. Анализ интенсивности светового потока, принятого на фотодетек-

торе в зависимости от времени, позволяет определить время седиментации, которое зависит 

от плотности и размеров частиц. В математической модели исследована зависимость ско-

рости осаждения частиц от их размеров и плотности. Скорость осаждения в свою очередь 

связывается с постоянной времени седиментации. Приведены аналитические зависимости 

постоянной времени седиментации от плотности и размеров частиц.  

Математическая модель 

На рисунке 1, а приведена схема измерительной системы, на котором показан источ-

ник лазерного излучения (Laser), проходящий через кварцевый контейнер с жидкостью и 

взвешенными в нем частицами (выделено зеленым), излучение которого принимается на 

фотодетекторе (PD). Обозначим высоту контейнера как H, диаметр лазерного луча обозна-

чим как R, положение лазерного луча по вертикали - h. Выходной ток фотоприемника про-

порционален расстоянию, пройденному через контейнер, оптической плотности жидкости 

с частицами и мощности исходного лазерного излучения. Для того, чтобы исключить вли-

яние мощности исходного лазерного излучения и расстояния, пройденного лучом через 

контейнер, а также потерь, вызванных при прохождении излучения через стенки контей-

нера, оптическое излучение перед контейнером делится на две части, одна из которых 

направляется в контейнер, а вторая мимо него. Измерения проводятся на дифференциаль-

ном фотоприемнике, который измеряет относительное затухание лазерного луча. Оптиче-

ская схема дифференциальных измерений для простоты на рисунке 1, а не показана. Здесь 

и далее, подразумевается, что все измерения проводятся по дифференциальной схеме изме-

рения относительного затухания. Исходя из измерений относительного затухания свето-

вого потока, можно сделать вывод о концентрации частиц в жидкости [22, 23] и определить 

постоянную времени седиментации в процессе осаждения частиц. 
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 а) б) 

 
Рис.1. Схема измерительной системы (а); 

силы, действующие на частицу в жидкости (б): G – сила тяжести, A – сила Архимеда,  

R – сила гидродинамического сопротивления жидкости, D – диаметр частицы 

 

Для упрощения математической модели предположим, что все частицы полимера в 

жидкости имеют одинаковый размер и массу. Движение каждой частицы в жидкости про-

исходит под действием сил гравитации, гидростатической подъемной силы и гидродинами-

ческой силы сопротивления жидкости. Воспользовавшись вторым законом Ньютона, запи-

шем уравнение движение частицы: 

 

            
d

M
dT

  
W

P A F ,  (1) 

  

где A – гидростатическая подъемная сила Архимеда, P – сила гравитации, F – гидродина-

мическая сила сопротивления жидкости, W – скорость и M – масса частицы, T – время. 

Выберем правостороннюю систему координат, направив ось oz вверх, ось ox вправо и рас-

пишем систему уравнений, определив силы.  

Сила гравитации зависит от массы частицы P = –Mg, где g ускорение свободного па-

дения, знак минус в силе гравитации обусловлен выбором направления оси oz. Сила Архи-

меда направлена в направлении, противоположном вектору силы тяжести, и равна весу 

жидкости, вытесненной частицей: 

 

               
3

0 0
6

A gV g D


   ,  
(2) 

 

 

где V – объем частица, D – ее диаметр, а ρ0 – плотность жидкости.  

Сила сопротивления движению направлена против скорости частицы, зависит от 

квадрата скорости частицы, плотности жидкости, площади поперечного сечения частицы и 

числа Рейнольдса, которое определяет вязкость жидкости, которое при малых числах Рей-

нольдса запишется в виде [24]: 

 

          3F DW ,  (3) 

  

Знак минус связан с тем, что сила гидродинамического сопротивления всегда направлена 

против направления скорости движения частицы.  

Получим уравнение движения в естественных переменных [24]:  
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Преобразуем уравнение (4), записав его в безразмерной форме. Введем безразмер-

ные переменные скорость w, и время τ, определив характерные параметры задачи размер L0 

и время T0. Тогда после необходимых преобразований и упрощения уравнение движения в 

безразмерных переменных примет вид [24]: 

 

            
dw

w
d

 

  ,  (5) 

  

В (5) введены обозначения для безразмерных комплексов α и β [24]: 
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которые полностью определяют формулировку задачи, где 0 – ранее введенная плотность 

жидкости,  – плотность и D – диаметр частицы, и L0 и T0 – характерные расстояние и время. 

Параметр α определяет влияние сил гравитации и гидростатической подъемной силы, а па-

раметр β – влияние гидродинамических сил сопротивления движению.  

Характерные параметры задачи можно выбрать произвольно, вместе с тем их можно 

выбрать так, чтобы безразмерные комплексы α и β были одного порядка, например, 

α = β = 1 [24]: 

               
2
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D
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20
0 01L T g
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Решение уравнения (5) позволяет определить зависимость скорости осаждения ча-

стицы от времени: 

               ( ) (0)w w e  


 

 
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 
. (8) 

 

Можно показать, что последнее слагаемое в (8) с ростом безразмерного времени 

очень быстро затухающая функция, и скорость осаждения частиц практически мгновенно 

принимает свое максимальное значение: 

 

          Maxw



 . (9) 

  

Следовательно, можно считать, что все частицы в жидкости осаждаются с постоянной ско-

ростью Maxw  , определяемой соотношением (9). 

Определим постоянную времени седиментации 0 как время, пройденное частицами 

от верхней границы кюветы до середины лазерного луча, и полное время осаждения 1 как 

время, пройденное частицами от верхней границы кюветы до нижней границы лазерного 

луча. Времена 0 и 1 определяется исходя из геометрии задачи и скорости осаждения: 
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Относительную интенсивность светового потока, проходящего через лазерный луч, 

в зависимости от концентрации частиц можно связать с площадью поперечного сечения 

луча, закрываемую частицами. Считая поперечное сечение лазерного луча кругом, и связав 

верхнюю границу осаждаемых частиц с максимальной скоростью осаждения wMax, полу-

чим,  

2 2

2 ( )

1
( ) 1 ( )

w

H h R
c w R h d

R



  
  

    ,  (11) 

 

где, c(w) относительная интенсивность светового потока, H – высота кюветы, h – высота 

положения лазерного луча, R – его радиус, w – верхняя граница осаждаемых частиц. Ин-

теграл (11) может быть взят аналитически, тогда зависимость c(w) примет вид: 

 

2
1 1
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2

w h w h w h
c w
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


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 

,  (12) 

 

что позволяет построить зависимость кривой для относительного изменения концентрации 

от времени.  

На рисунке 2 приведена зависимость кривой относительного изменения концентра-

ции частиц в зоне лазерного луча в безразмерных переменных. Данные приведены для кю-

веты высотой 0.05 м, лазерный луч с диаметром 0.01 м, расположен на высоте 0.03 м.  

 

 

 
 

Рис. 2. Относительное изменение концентрации частиц в зоне  

лазерного луча в безразмерных переменных 

 

На рисунке 3 приведены кривые прогнозируемых значений постоянной времени се-

диментации для частиц полимера (размером 50, 100, 150 нм) в зависимости от их плотно-

сти. По вспомогательной оси пунктирной линией того же цвета приведена максимальная 

скорость осаждения.  
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Рис. 3. Прогнозируемое значение постоянной времени седиментации и скорость осаждения в зави-

симости от плотности частиц для частиц с диаметром 50, 100 и 150 нм (непрерывной линией обо-

значены кривые времени осаждения; пунктирной – скорости осаждения) 

 

Как можно видеть из данных, приведенных на рис.3, скорость осаждения частиц ли-

нейно зависит от их плотности и возрастает с увеличением размера частиц. При этом по-

стоянная времени седиментации нелинейно убывает с ростом плотности частиц и для ча-

стиц большего диаметра постоянная времени седиментации меньше. Однако, и в том и в 

другом случае, постоянная времени седиментации измеряется в сутках.  

Полученные зависимости были частично подтверждены экспериментальными дан-

ными, полученными в КНИТУ-КАИ на кафедре электронных и квантовых средств передачи 

информации.   

 

Выводы 

 

По результатам проведенной работы можно сформулировать следующие выводы. 

Была поставлена и решена задача по построению зависимости постоянной времени седи-

ментации в зависимости от плотности жидкости, коэффициента ее динамической вязкости, 

плотности и размеров осаждаемых частиц. Возможность измерения постоянной времени 

седиментации в ходе эксперимента позволяет однозначно определить плотность, а вместе 

с ним и молекулярный вес частиц, при условии, что их размеры известны. Одновременно с 

этим можно определить и размер частиц, при условии, что известна их плотность. Эти дан-

ные должны быть полезны для экспериментаторов для верификации условий и результатов 

экспериментов по данным математической модели.  
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Annotation. The article proposes a mathematical model for measuring the density of polymer particles 

used as a filler in composite materials. The mathematical model describes the relationship between the 

sedimentation time constant, the density and viscosity of the liquid, the density and size of particles in 

the process of their sedimentation. The model takes into account the influence of gravity, hydrostatic 

lift, and resistance to movement. The particle concentration is estimated based on the simulation of 
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Rayleigh scattering. Analytical dependences have been obtained that make it possible to estimate the 

density of particles at known particle sizes or particle sizes at a known density based on the experimen-

tally determined sedimentation time constant. 

 

Key words: sedimentation, sedimentation of particles in liquid, measurement of molecular weight, 

measurement of nanoparticles, measurement of concentration, Rayleigh scattering. 
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